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1. は じ め に 

制御工学の主要な目的は 「制御対象に適切な入

力を加えて所望の出力を実現すること」 である．

この目的を達成するために，システム同定・モデ

ル低次元化・制御器設計の 3 つが主要な問題とな

ることが多い．システム同定とは物理法則や実験

データを用いて制御対象の数理モデルを構築する

ことであり，制御器設計は適切な入力を求めるこ

とである．制御器設計はシステム同定によって得

られた数理モデルを利用しておこなうが，数理モ

デルが複雑になるほど難しくなる．複雑な数理モ

デルを単純化するのがモデル低次元化であり，多

くの場合，システム同定の後にモデル低次元化を

おこなう必要がある． 
筆者は上述の制御工学の 3 つの主要問題に対し

て 「リーマン多様体上の最適化法」 を用いた研究

をおこなってきており，システム同定に関しては 
3)～5)，モデル低次元化に関しては 6)～11)，制

御器設計に関しては 12) の成果を得ている．「リー

マン多様体上の最適化法」とは，リーマン多様体上

の最適化問題を解くための方法のことである．す

なわち，最適化すべき変数がリーマン多様体上に

拘束されるという制約のもとで，ある目的関数を

最小化 (あるいは最大化) する問題を解くための

方法が 「リーマン多様体上の最適化法」 である． 
本稿では 「リーマン多様体上の最適化法」 がモ

デル低次元化という制御工学で重要な問題を研究

する際にどのように役立つかということを解説す

る．なお，文献 13) で解説されているようにさま

ざまな低次元化法がすでに提案されている．本稿

で紹介するリーマン多様体上の最適化法は，これ

ら既存法とはかなり異なるモデル低次元化法であ

ることに注意したい． 
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2. モデル低次元化問題の重要性 

本節では，モデル低次元化問題の重要性を説明

する． 
システム同定によって， 

�
�̇�𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑥𝑥(𝑡𝑡)

(1) 

という線形システムが得られたとする．ここで，

𝑥𝑥(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑛 は状態，𝐵𝐵(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑚𝑚 は入力，𝑦𝑦(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑝 は出

力を表し，𝐴𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛，𝐵𝐵 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑚𝑚，𝐶𝐶 ∈ ℝ𝑝𝑝×𝑛𝑛 は定数

行列である．ただし，ℝ は実数全体の集合である．

線形システム (1) は 

 非線形常微分方程式によって記述されるシステ

ムの平衡点周りの近似 

 線形偏微分方程式によって記述されるシステム

の空間方向の離散化 

をおこなうことで現れる．すなわち，制御対象が

本当の意味では (1) のような形で記述されるわけ

ではない場合でも近似的に (1) のように記述され

ると考えられる場合がよくある．この観点は制御

器設計の際にも重要であり，制御対象を線形シス

テム (1) としてモデル化すると，多くの制御器設

計問題は 

�
�̇�𝑥𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝐵𝐵(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐(𝑡𝑡)

(2) 

の (𝐴𝐴𝑐𝑐, 𝐵𝐵𝑐𝑐, 𝐶𝐶𝑐𝑐) を決定する凸最適化問題に帰着でき

ることが知られている 1)．すなわち，制御対象が 
(1) のような線形システムの場合は，(2) のよう

な線形システムが制御器となり，(𝐴𝐴𝑐𝑐, 𝐵𝐵𝑐𝑐, 𝐶𝐶𝑐𝑐) が決

定されれば，図 1 に示したように制御対象 (1) は
制御器 (2) によってフィードバック制御される．

一方で，制御対象が線形システム (1) ではない場
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合には制御器設計問題が凸最適化問題ではなくな

り，解くこと，つまり制御器を設計することが難

しくなることが知られている． 
しかし，線形システム (1) を利用すると，制御

器が常に設計可能かというとそういうわけではな

い．実際に，線形システム (1) のための制御器は 
𝑥𝑥(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑛 ならば 𝑥𝑥𝑐𝑐(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑛 となることが通常であ

る 1)．すなわち，通常の制御器設計法を利用した

場合，制御対象 (1) と制御器 (2) の状態の次元は

一致する．このとき，制御器 (2) の (𝐴𝐴𝑐𝑐, 𝐵𝐵𝑐𝑐, 𝐶𝐶𝑐𝑐) を
決定する凸最適化問題を解くための計算量は 𝑂𝑂(𝑛𝑛3) 
よりも大きくなることが通常であるため，𝑛𝑛 が非

常に大きくなると凸最適化問題を数値的に解くこ

とは難しくなる． 
また，𝑛𝑛 が大きい場合に凸最適化問題を解いて 𝑛𝑛 

次元の状態を持つ制御器が得られたとしても，そ

の制御器をマイコンなどへ実装することは現実的

には難しい．これは 𝑛𝑛 が大きいことによって以下

の問題が生じるためである． 

 マイコンのメモリはコストを抑えるために容量

がそれほど大きくないことが通常であり，𝑛𝑛 が
大きいとデータが保存できなくなる．また，コ

ストを気にしないとしても，メモリの容量が大

きくなるほどデータの読み出しや書き込みに時

間がかかるため，容量は大きくできない． 

 制御器 (2) を用いると，入力 𝐵𝐵(𝑡𝑡) の計算に積和

演算が必要である．状態の次元 𝑛𝑛 が増えるとそ

の積和演算の回数が増え，結果として 𝐵𝐵(𝑡𝑡) の計

算のための消費電力が大きくなる． 

 制御器 (2) の状態の次元 𝑛𝑛 が大きくなるほど，

入力 𝐵𝐵(𝑡𝑡) を方程式 (2) を用いて計算するための

時間が大きくなる．入力 𝐵𝐵(𝑡𝑡) の計算時間が大き

くなると，制御対象 (1) に印加される入力は

実際には時間遅れを含んだものになる．この時

間遅れが大きくなるほど，システムの挙動が予

期せぬものになり得る． 

以上のことから，制御対象 (1) の状態の次元 𝑛𝑛 
はできるだけ小さい方が望ましい．本稿では，「リー

マン多様体上の最適化法」 を用いることで，状態

の次元 𝑛𝑛 が大きい制御対象 (1) の性質を保存しな

がら，ある意味で最適な低次元化システムを与え

ることができることを解説する． 

3. リーマン多様体上の最適化法 

本節では，リーマン多様体上の最適化法を手短

に説明する．より詳しく知りたい読者は，多様体

については 14)，リーマン多様体上の最適化につ

いては 2) を参照していただきたい． 
𝑛𝑛 次元の滑らかな多様体 ℳ  上の滑らかな関数 

𝑓𝑓 : ℳ → ℝ の最小化問題 

minimize 𝑓𝑓 (𝑥𝑥)
subject to 𝑥𝑥 ∈ ℳ

(3) 

を考える．5 節と 6 節で説明するモデル低次元化

問題は，(3) のような最適化問題として定式化可

能である． 
多様体 ℳ の特別な場合がユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 

であり，ℳ = ℝ𝑛𝑛 の場合には，問題 (3) は 

𝑥𝑥𝑘𝑘+1 = 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑡𝑡𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘 (4) 

という更新則を利用して解くことが多い．更新則 
(4) の中の 𝑡𝑡𝑘𝑘 > 0 は点 𝑥𝑥𝑘𝑘 におけるステップ幅，𝑑𝑑𝑘𝑘 ∈
ℝ𝑛𝑛 を点 𝑥𝑥𝑘𝑘 における探索方向という．探索方向 𝑑𝑑𝑘𝑘 
は目的関数の勾配 𝛻𝛻𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) の情報を用いて定められ

ることが多く，例えば，𝑑𝑑𝑘𝑘 = −𝛻𝛻𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) とした場合

は (4) は最急降下法の更新式である． 
しかし，多様体 ℳ がユークリッド空間のよう

なベクトル空間ではない場合は，(4) のような更

新則を利用することはできない．これは以下の理

由のためである． 

 ベクトル空間でない多様体には和が定義されて

いるとは限らない． 

 仮に ℳ ⊂ ℝ𝑛𝑛 のように，ℳ がユークリッド空

間 ℝ𝑛𝑛 の部分多様体だとすると，(4) の和を ℝ𝑛𝑛 
の和だと思えば和の計算が可能であるが，𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈
ℳ であっても 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 ∉ ℳ となる恐れがある． 

また，ℳ が一般の多様体である場合には，目的関

数の勾配を利用することができない．これは以下

制御対象 (1)

制御器 (2)

𝐵𝐵 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑡𝑡

図 1 制御器 (2)による制御対象 (1)
のフィードバック制御
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の理由のためである． 

 勾配は考えている空間に内積が定義されて初め

て定義できる概念である． 

 内積はベクトル空間に対してのみ定義可能であ

るが，一般の多様体はベクトル空間ではない．

したがって，内積を一般の多様体に導入するこ

とはできない． 

以上より，多様体上の最適化問題 (3) を考える際

には 
1. 和に関する問題 
2. 勾配に関する問題 

を解決しない限り，ユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 の場合

のようには 𝑑𝑑𝑘𝑘 として関数𝑓𝑓の勾配の情報を利用し

た (4) を用いることはできない．以下では，まず 
2 の解決方法を紹介してから，1 の解決方法を紹

介する． 
上の 2 の問題を解決するためには，一般の多様

体を考えるのではなくリーマン多様体を考えれば

よい．ここで，リーマン多様体とはリーマン計量 
⟨⋅,⋅⟩ が導入された多様体のことであり，⟨⋅,⋅⟩ がリー

マン計量であるとは多様体 ℳ 上の各点 𝑥𝑥 での接

空間に内積 ⟨⋅,⋅⟩𝑥𝑥: 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ × 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ → ℝ が与えられてい

て，⟨⋅,⋅⟩: 𝑥𝑥 ↦ ⟨⋅,⋅⟩𝑥𝑥がℳ上で滑らかなときにいう．

例えば，ユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 はリーマン多様体

である．問題 (3) がリーマン多様体上の最適化問

題の場合には，目的関数 𝑓𝑓  の点 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ ℳ での勾配

情報を探索方向 𝑑𝑑𝑘𝑘 ∈ 𝑇𝑇𝑥𝑥𝑘𝑘
ℳ に利用できる．ただし，

リーマン多様体  ℳ  上の目的関数  𝑓𝑓  の勾配

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑 𝑓𝑓(𝑥𝑥) は ℳ に導入されたリーマン計量 ⟨⋅,⋅⟩ を
用いて， 

𝑑𝑑𝑓𝑓 = ⟨𝑣𝑣, 𝑑𝑑⟩𝑥𝑥 (5) 

が任意の接ベクトル 𝑑𝑑 ∈ 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ に対して成り立つ 
𝑣𝑣 ∈ 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ として定義する．ただし，接ベクトルは 
14) で説明されているように方向微分だと考える

ことができるので，(5) の左辺は関数 𝑓𝑓  の方向微

分である． 
上の 1 の問題を解決するために，測地線の利用

を考えることができる．多様体 ℳ 上の測地線とは，

ユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 上の直線を一般化した概念で

ある．多様体 ℳ がユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 の場合に

おける更新式 (4) は，次の点 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 が現在の点 𝑥𝑥𝑘𝑘 と

探索方向 𝑑𝑑𝑘𝑘 によって定められる直線上を動いて決

まるというように読める．これを参考に，多様体 ℳ 
の場合には，次の点は現在の点と探索方向によっ

て定められる測地線上を動いて決まるというよう

に更新式を作ることを考えたい．多様体 ℳ がリー

マン多様体の場合には，オイラー・ラグランジュ

方程式とよばれる 2 階の常微分方程式を積分する

ことで測地線を求めることができる 15)．より正確

には，任意の 𝜉𝜉 ∈ 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ に対して，0 を含む区間 𝐼𝐼 ⊂ ℝ 
が存在し，Γ(𝑥𝑥,𝜉𝜉)(0) = 𝑥𝑥，Γ̇(𝑥𝑥,𝜉𝜉)(0) = 𝜉𝜉 となる一意な曲

線 Γ(𝑥𝑥,𝜉𝜉): 𝐼𝐼 → ℳ が存在する．この曲線 Γ(𝑥𝑥,𝜉𝜉) が測地

線である．多様体 ℳ 上の測地線 Γ(𝑥𝑥,𝜉𝜉) を用いること

で，点 𝑥𝑥 ∈ ℳ での指数写像 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥(𝜉𝜉) : 𝑇𝑇𝑥𝑥ℳ → ℳ が 

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥(𝜉𝜉) ≔ Γ(𝑥𝑥,𝜉𝜉)(1)  

と定義される．この指数写像を用いて多様体上の

最適化問題 (3) では，ユークリッド空間ℝ𝑛𝑛上の最

適化問題における更新式 (4) を 

𝑥𝑥𝑘𝑘+1 = 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑘𝑘
(𝑡𝑡𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘) (6) 

と変更する．ユークリッド空間 ℝ𝑛𝑛 上の場合には，

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑘𝑘
(𝑡𝑡𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘) = 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑡𝑡𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘 となるので，(6) は (4) の

一般化になっていることが確認できる． 
以上で，リーマン多様体上の最適化問題 (3) の

場合には，更新式は (6) で，探索方向 𝑑𝑑𝑘𝑘 に目的関

数 𝑓𝑓  の点 𝑥𝑥𝑘𝑘 での勾配 grad 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) を利用することが

できるようになった．正確な定義を述べると長く

なるため省略するが，ヘシアンの概念もリーマン

多様体上の関数に対して定義できる．このような

更新式 (6)，勾配，ヘシアンを用いて，ユークリッ

ド空間上の最適化問題の場合によく利用される最

急降下法・共役勾配法・ニュートン法・信頼領域

法といったアルゴリズムは，リーマン多様体上の

最適化問題 (3) の場合に一般化された形ですでに

考案されている 2)．また，ステップ幅 𝑡𝑡𝑘𝑘 の決定法

としてユークリッド空間上の最適化問題の場合に

よく用いられるアルミホの方法は，リーマン多様

体上の最適化問題の場合にも若干の変更で一般化

できる 2)． 

4. 伝達関数と 𝐻𝐻2 ノルム 

本稿ではモデル低次元化問題をリーマン多様体

上の最適化問題として定式化するが，その際に伝
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達関数や 𝐻𝐻2 ノルムの概念を必要とする．本節では，

伝達関数と 𝐻𝐻2 ノルムについて簡単に紹介する． 
線形システム (1) では，𝑥𝑥(0) = 0 のもとで，時

刻 𝑡𝑡 の出力は 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = � 𝐻𝐻(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏) 𝐵𝐵(𝜏𝜏)
𝑡𝑡

0
d𝜏𝜏 (7) 

となる．ここで， 

𝐻𝐻(𝑡𝑡) ≔ 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵  

であり，インパルス応答行列といわれる．伝達関

数とは，インパルス応答行列をラプラス変換した

ものであり， 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) ≔ 𝐶𝐶(𝑠𝑠𝐼𝐼𝑛𝑛 − 𝐴𝐴)−1𝐵𝐵 ∈ ℂ𝑝𝑝×𝑚𝑚  

のことである．ただし，ℂ は複素数全体の集合で

あり，𝐼𝐼𝑛𝑛 は 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 の単位行列を表す．伝達関数は 
𝑥𝑥(0) = 0 のもとでの入力と出力の比を表す関数だ

と考えられる．実際に，𝑥𝑥(0) = 0 のもとで (1) を
ラプラス変換すると， 

𝑌𝑌 (𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑠𝑠)𝑈𝑈(𝑠𝑠) (8) 

という関係式が得られる．ただし，𝑈𝑈(𝑠𝑠) は入力  
𝐵𝐵(𝑡𝑡) のラプラス変換，𝑌𝑌 (𝑠𝑠) は出力  𝑦𝑦(𝑡𝑡) のラプラス

変換である．線形システム  (1) は入力，出力に

加えて状態も陽に考えていたが，伝達関数を用

いた関係式  (8) の中には状態の概念がないとい

う相違がある． 
線形システム (1) が漸近安定，すなわち，行列 

𝐴𝐴 のすべての固有値の実部が負だとすると，伝達

関数 𝐺𝐺(𝑠𝑠) のすべての成分は Re(𝑠𝑠) ≥ 0 で極を持た

ない，すなわち，Re(𝑠𝑠) ≥ 0 で解析的である．この

とき，伝達関数 𝐺𝐺 の 𝐻𝐻2 ノルムが 

‖𝐺𝐺‖𝐻𝐻2 ≔
�

1
2 � tr�𝐺𝐺∗(𝑖𝑖𝑖𝑖) 𝐺𝐺(𝑖𝑖𝑖𝑖)�

∞

−∞
d𝑖𝑖 (9) 

と定められる．これは以下のように線形システム 
(1) の係数行列 𝐴𝐴，𝐵𝐵，𝐶𝐶  を用いて特徴付けること

ができる 1)． 

‖𝐺𝐺‖𝐻𝐻2
2 = tr�𝐵𝐵𝑇𝑇 𝑃𝑃𝐵𝐵� = tr�𝐶𝐶𝑇𝑇 𝑄𝑄𝐶𝐶� . (10) 

ただし，𝑃𝑃  と 𝑄𝑄 はリヤプノフ方程式 

𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝑇𝑇 𝑃𝑃 + 𝐶𝐶𝑇𝑇 𝐶𝐶 = 0,
𝐴𝐴𝑄𝑄 + 𝑄𝑄𝐴𝐴𝑇𝑇 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇 = 0

 

の解であり，線形システム (1) が漸近安定である

ならば，これらは一意に存在する．すなわち，伝

達関数の 𝐻𝐻2 ノルムは定義式 (9) によって計算する

必要はなく， (10) を用いて計算すればよい． 

5. リーマン多様体上の最適化法を用
いた漸近安定な線形システム (1) 
のモデル低次元化 

本節ではモデル低次元化問題を考えるが，本来の

システムは (1) であり，低次元化後のシステムは 

�
�̇�𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑔𝑔𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝑔𝑔𝐵𝐵(𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑔𝑔𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡)

(11) 

だとする．ただし，𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑔𝑔，𝑦𝑦𝑔𝑔(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑝 であり，

𝑔𝑔 は 𝑛𝑛 に比べてかなり小さい状況を想定している．

このとき，(𝐴𝐴𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ ℝ𝑔𝑔×𝑔𝑔 × ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×𝑔𝑔  を探索

する最適化問題 

minimize ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2
2

subject to 「低次元化後のシステムは

 本来のシステムと同じ

 性質を持つ」

(12) 

はモデル低次元化問題である．ただし，𝐺𝐺 は (1) の
伝達関数で，𝐺𝐺𝑔𝑔 は (11) の伝達関数であり， 

‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2
2 = �𝐶𝐶𝑒𝑒�𝑠𝑠𝐼𝐼𝑛𝑛+𝑔𝑔 − 𝐴𝐴𝑒𝑒�

−1𝐵𝐵𝑒𝑒�𝐻𝐻2
2  

であることに注意する．ここで， 

𝐴𝐴𝑒𝑒 ≔ �
𝐴𝐴 0
0 𝐴𝐴𝑔𝑔�

,  𝐵𝐵𝑒𝑒 ≔ �
𝐵𝐵
𝐵𝐵𝑔𝑔�

,  𝐶𝐶𝑒𝑒 ≔ (𝐶𝐶 −𝐶𝐶𝑔𝑔)  

である．すなわち，𝐺𝐺(𝑠𝑠) − 𝐺𝐺𝑔𝑔(𝑠𝑠) は 

�
�̇�𝑥𝑒𝑒 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝐵𝐵
𝑦𝑦𝑒𝑒 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒

 

という線形システムの伝達関数だと考えることが

できる． 
目的関数として‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2

2  を用いる理由は以下
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の不等式が (本来のシステムと低次元化後のシス

テムが漸近安定であるという仮定のもとで) 成り

立つからである 9)． 

sup
t≥0

‖𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑔𝑔(𝑡𝑡)‖ ≤ ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2 ⋅ ‖𝐵𝐵‖𝐿𝐿2. (13) 

入力 𝐵𝐵 は，通常，エネルギー ‖𝐵𝐵‖𝐿𝐿2  が小さくなる

ように設計しようとするので，‖𝐵𝐵‖𝐿𝐿2  は比較的小

さいと考えてよい．したがって，‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2 が小

さければ，不等式 (13) から，本来のシステムと

低次元化後のシステムが出力を観測する限りでは

区別がつかないということを意味しており，まさ

しく 2 つのシステムが近いということになる． 
最適化問題 (12) の拘束条件  「低次元化後のシ

ステムは本来のシステムと同じ性質を持つ」 とい

うのは多様体上への拘束として考えることができ

る場合が多い．例えば，本来のシステムが漸近安

定という性質を持つとしよう．これは，𝕊𝕊𝑛𝑛×𝑛𝑛 を 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 
の安定な実行列全体の集合としたときに，

(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) ∈ 𝕊𝕊𝑛𝑛×𝑛𝑛 × ℝ𝑛𝑛×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×𝑛𝑛 であることと同値で

ある．したがって，「低次元化後のシステムは本来

のシステムと同じ性質を持つ」 というのは，この

場合，「低次元化後のシステムも漸近安定という性

質を持つ」 ということであるから， 

(𝐴𝐴𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ 𝕊𝕊𝑔𝑔×𝑔𝑔 × ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×𝑔𝑔 (14) 

のことである．すなわち，「本来のシステムが漸近

安定という性質を持つ」 とした場合の最適化問題 
(12) は 

minimize ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2
2

subject to (𝐴𝐴𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ 𝕊𝕊𝑔𝑔×𝑔𝑔 × ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×𝑔𝑔
(15) 

のことである．しかし，𝕊𝕊𝑔𝑔×𝑔𝑔 が多様体の構造を備

えているかは非自明であり，(15) が多様体上の最

適化問題になっているのかは明らかではない．し

かし，筆者は文献 9) の中で 

𝕊𝕊𝑔𝑔×𝑔𝑔 = �(𝐽𝐽 − 𝑅𝑅)𝑄𝑄|(𝐽𝐽 , 𝑅𝑅, 𝑄𝑄) ∈ Skew(𝑔𝑔) × Sym+(𝑔𝑔) × Sym+(𝑔𝑔)� 

であることを示した．ただし，Skew(𝑔𝑔) は 𝑔𝑔 × 𝑔𝑔 の
反対称行列全体の集合，Sym+(𝑔𝑔) は 𝑔𝑔 × 𝑔𝑔 の正定値

対称行列全体の集合である．このことと，伝達関

数は任意の基底の変換行列を用いた座標変換で不

変であることを利用することで，最適化問題 (15) 

を考えることと 

minimize �𝐺𝐺 − �̃�𝐺𝑔𝑔�𝐻𝐻2
2

subject to (𝐽𝐽𝑔𝑔, 𝑅𝑅𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ ℳ
≔ Skew(𝑔𝑔) × Sym+(𝑔𝑔)

× ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×𝑔𝑔

(16) 

を考えることは等価であることが導ける．ただし，

�̃�𝐺𝑔𝑔 は 

�
�̇�𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡) = (𝐽𝐽𝑔𝑔 − 𝑅𝑅𝑔𝑔)𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝑔𝑔𝐵𝐵(𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑔𝑔𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑡𝑡)

(17) 

の伝達関数である．直積集合 ℳ は，各成分が多様

体になっているため，多様体であり，最適化問題 
(16) は多様体上の最適化問題ということになる． 

多様体上の最適化問題 (16) を解くために，リー

マン計量を導入し，3 節で説明したリーマン多様

体上の最適化法を利用したい．ここでは，システ

ムの漸近安定性を保証するためには行列 𝑅𝑅𝑔𝑔 の正

定値対称性を確実に保証する必要があることを念

頭に， 

⟨(𝜉𝜉1, 𝜂𝜂1, 𝜁𝜁1, 𝜅𝜅1), (𝜉𝜉2, 𝜂𝜂2, 𝜁𝜁2, 𝜅𝜅2)⟩𝑃𝑃𝑔𝑔

≔ tr�𝜉𝜉1
𝑇𝑇 𝜉𝜉2� + tr�𝑅𝑅𝑔𝑔

−1𝜂𝜂1𝑅𝑅𝑔𝑔
−1𝜂𝜂2� + tr�𝜁𝜁1

𝑇𝑇 𝜁𝜁2� + tr�𝜅𝜅1
𝑇𝑇 𝜅𝜅2�

 

というリーマン計量を導入する．ただし，𝑃𝑃𝑔𝑔

: = (𝐽𝐽𝑔𝑔, 𝑅𝑅𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ ℳ  である．右辺第二項の部分

が他の項と異なる形をしているが，これが重要で

ある．すなわち，リーマン計量をこのように導入

することで，𝑃𝑃𝑔𝑔 ∈ ℳ を現在の点とすると次の点は 

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑃𝑃𝑔𝑔
(𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜁𝜁 , 𝜅𝜅)

  = (𝐽𝐽𝑔𝑔 + 𝜉𝜉, 𝑅𝑅𝑔𝑔 exp(𝑅𝑅𝑔𝑔
−1𝜂𝜂) , 𝐵𝐵𝑔𝑔 + 𝜁𝜁, 𝐶𝐶𝑔𝑔 + 𝜅𝜅) (18) 

によって定められる．ただし，(𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜁𝜁 , 𝜅𝜅) ∈ 𝑇𝑇𝑃𝑃𝑔𝑔
ℳ は

探索方向である．式 (18) の右辺の第 2 成分は 

𝑅𝑅𝑔𝑔 exp(𝑅𝑅𝑔𝑔
−1𝜂𝜂) = 𝑅𝑅𝑔𝑔

1
2 exp(𝑅𝑅𝑔𝑔

−1 2⁄ 𝜂𝜂𝑅𝑅𝑔𝑔
−1 2⁄ ) 𝑅𝑅𝑔𝑔

1 2⁄ (19) 

となるので，Sym+(𝑔𝑔) に含まれていることがわか

る．すなわち，多様体 ℳ 上の点 𝑃𝑃𝑔𝑔 を勾配情報を

利用して定めた探索方向に伸びる測地線に沿って

更新した際に次の点が多様体 ℳ 上にあることを

確実に保証できる．つまり，アルゴリズムの反復

途中であっても 「低次元化後のシステムは本来の
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システムと同じ性質を持つ」 ことが保証される．

さらに，リーマン計量を導入したので，リーマン

の意味での目的関数の勾配を導出することができ

るが，これについては 9) を参照していただきた

い．3 節で説明したように，指数写像と勾配が得

られればリーマン多様体上の最適化法を利用する

ことができるので，モデル低次元化問題 (16) ，
すなわち (15) を解くことができる． 

6. リーマン多様体上の最適化法を用
いた漸近安定な機械システムのモ
デル低次元化 

この雑誌は 「機械の研究」 という名前が付いて

いるので，本節では，リーマン多様体上の最適化

法を用いた機械システム 

�
𝑀𝑀𝑞𝑞(̈𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝑞𝑞(̇𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸𝐵𝐵(𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶1𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝐶𝐶2𝑞𝑞(̇𝑡𝑡)

(20) 

のモデル低次元化問題を紹介する．ただし，𝑞𝑞(𝑡𝑡) ∈
ℝ𝑛𝑛 は一般化座標，𝐵𝐵(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑚𝑚 は入力，𝑦𝑦(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑝 は出

力であり，𝑀𝑀 ∈ Sym+(𝑛𝑛) は慣性行列，𝐷𝐷 ∈ Sym+(𝑛𝑛) 
は減衰行列，𝐾𝐾 ∈ Sym+(𝑛𝑛) は剛性行列である．ま

た，𝐸𝐸，𝐶𝐶1，𝐶𝐶2 は適当な次元の実行列である． 
機械システム (20) は線形システム (1) に変換

可能である．実際に， 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) ≔ �
𝑀𝑀1 2⁄ 𝑞𝑞(𝑡𝑡)
𝑀𝑀1 2⁄ 𝑞𝑞(̇𝑡𝑡)�

∈ ℝ2𝑛𝑛  

という状態を導入し， 

𝐴𝐴 ≔ �
0 𝐼𝐼𝑛𝑛

−𝐾𝐾 −𝐷𝐷� ,  𝐵𝐵 ≔ �
0
𝐸𝐸� ,  𝐶𝐶 ≔ �𝐶𝐶1 𝐶𝐶2�  

と定めることで， (20) は (1) という形のシステ

ムに変換される．ただし， 

𝐾𝐾 ≔ 𝑀𝑀−1 2⁄ 𝐾𝐾𝑀𝑀−1 2⁄ , 𝐷𝐷 ≔ 𝑀𝑀−1 2⁄ 𝐷𝐷𝑀𝑀−1 2⁄ ,
𝐵𝐵 ≔ 𝑀𝑀−1 2⁄ 𝐵𝐵, 𝐶𝐶1 ≔ 𝐶𝐶1𝑀𝑀−1 2⁄ , 𝐶𝐶2 ≔ 𝐶𝐶2𝑀𝑀−1 2⁄  

である．このとき， 

𝐴𝐴 ∈ ��
0 𝐼𝐼𝑛𝑛

−𝐾𝐾 −𝐷𝐷� �𝐾𝐾, 𝐷𝐷 ∈ Sym+(𝑛𝑛)� ,

𝐵𝐵 ∈ ��
0
𝐸𝐸� �𝐸𝐸 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑚𝑚

� , 𝐶𝐶 ∈ ℝ𝑝𝑝×2𝑛𝑛
 

という構造を (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) は持つ．また，このような

構造を持つ 𝐴𝐴 は安定である 6)． 
5 節で述べたように，「低次元化後のシステム

は本来のシステム同じ性質を持つ」 という制約を

満たすように，本来のシステムを低次元化したい．

そのためには，低次元化後のシステム (11) の 𝐴𝐴𝑔𝑔 
と 𝐵𝐵𝑔𝑔 が 

𝐴𝐴𝑔𝑔 = �
0 𝐼𝐼𝑔𝑔

−𝐾𝐾𝑔𝑔 −𝐷𝐷𝑔𝑔�
, 𝐵𝐵𝑔𝑔 = �

0
𝐸𝐸𝑔𝑔�

 

という構造を備えていればよいことがわかる．た

だし，𝐾𝐾𝑔𝑔, 𝐷𝐷𝑔𝑔 ∈ Sym+(𝑔𝑔) で 𝐸𝐸𝑔𝑔 ∈ ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 である．した

がって，本来のシステムが漸近安定なシステム (1) 
の場合にはリーマン多様体上の最適化問題 (16) 
だったが，本来のシステムが機械システム (20) の
場合にはリーマン多様体上の最適化問題 

minimize ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2
2

subject to (𝐾𝐾𝑔𝑔, 𝐷𝐷𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ 𝒩𝒩
≔ Sym+(𝑔𝑔) × Sym+(𝑔𝑔)

× ℝ𝑔𝑔×𝑚𝑚 × ℝ𝑝𝑝×2𝑔𝑔

(21) 

を考えることになる．ただし，ここの 𝐺𝐺 は本来の

機械システムの伝達関数であり，𝐺𝐺𝑔𝑔 は低次元化後

の機械システムの伝達関数である． 
5 節の ℳ と同様に，𝒩𝒩  も多様体になる．多様

体 𝒩𝒩  上にリーマン計量 

⟨(𝜉𝜉1, 𝜂𝜂1, 𝜁𝜁1, 𝜅𝜅1), (𝜉𝜉2, 𝜂𝜂2, 𝜁𝜁2, 𝜅𝜅2)⟩𝑄𝑄𝑔𝑔

≔ tr�𝐾𝐾𝑔𝑔
−1𝜉𝜉1𝐾𝐾𝑔𝑔

−1𝜉𝜉2� + tr�𝐷𝐷𝑔𝑔
−1𝜂𝜂1𝐷𝐷𝑔𝑔

−1𝜂𝜂2�
 + tr�𝜁𝜁1

𝑇𝑇 𝜁𝜁2� + tr�𝜅𝜅1
𝑇𝑇 𝜅𝜅2�

 

を導入する．ただし，𝑄𝑄𝑔𝑔 : = (𝐾𝐾𝑔𝑔, 𝐷𝐷𝑔𝑔, 𝐵𝐵𝑔𝑔, 𝐶𝐶𝑔𝑔) ∈ 𝒩𝒩  で
ある．リーマン計量をこのように導入することで，

𝑄𝑄𝑔𝑔 ∈ 𝒩𝒩  を現在の点とすると次の点は 

𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝𝑄𝑄𝑔𝑔
(𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜁𝜁 , 𝜅𝜅)

= �𝐾𝐾𝑔𝑔 exp�𝐾𝐾𝑔𝑔
−1𝜉𝜉� , 𝐷𝐷𝑔𝑔 exp�𝐷𝐷𝑔𝑔

−1𝜂𝜂� , 𝐵𝐵𝑔𝑔 + 𝜁𝜁, 𝐶𝐶𝑔𝑔 + 𝜅𝜅�
(22) 

によって定められる．ただし，(𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜁𝜁 , 𝜅𝜅) ∈ 𝑇𝑇𝑄𝑄𝑔𝑔
𝒩𝒩  は

探索方向である．さらに，リーマン計量を導入し

たので，リーマンの意味での目的関数の勾配を導

出することができるが，これについては 6) を参

照していただきたい．3 節で説明したように，指

数写像と勾配が得られればリーマン多様体上の最

適化法を利用することができるので，モデル低次

元化問題 (21) を解くことができる． 
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7. お わ り に 

本稿では，制御器設計をおこなう際に重要なモ

デル低次元化問題がリーマン多様体上の最適化問

題として定式化できることを説明した．3 節では

定式化した問題を解くためのリーマン多様体上の

最適化法について簡単にまとめたが，より詳しく

は 2) を参考にしていただきたい． 
最後にモデル低次元化法を利用する際の注意点

を述べる．制御対象が漸近安定な機械システム 
(20) としてモデル化できる状況を考えよう．この

とき，筆者が 5 節と 6 節で紹介した 2 つの方法を

利用することができる．この場合，5 節で紹介し

た方法は機械システムの構造は忘れて漸近安定性

だけを保存するモデル低次元化法となる．一方で，

6 節で紹介した方法は漸近安定性だけでなく，機

械システムの構造も保存するモデル低次元化法で

ある．評価指標 ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2 で比べると，5 節で紹

介した方法の方がよくなることは明らかであるが，

他の指標で比べると 6 節で紹介した結果の方がよ

くなることがあり得る．これは ‖𝐺𝐺 − 𝐺𝐺𝑔𝑔‖𝐻𝐻2 という

指標は本来のシステムと低次元化後のシステムの

出力の差だけにしか関連しない指標であり，シス

テムの内部状態の情報はまったく含まれていない

ためである．したがって，5 節と 6 節で紹介した 
2 つの方法でモデル低次元化をおこない，得られ

た２つの低次元化モデルに対して制御器設計をお

こなうということが考えられる．このとき，制御

器がそれぞれのモデルに対して得られることにな

るが，どちらの制御器を利用したら閉ループ系の

性能がよくなるかが問題である．筆者は制御対象

が漸近安定な機械システム (20) としてモデル化

できる状況なら，5 節の方法よりも 6 節の方法の

方が，閉ループ系の性能の観点からはよい低次元

化モデルを与えることができると予想しているが，

この探求は今後の課題である． 
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